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[bookmark: _Toc350114337]Úvod
Analytická geometrie je část matematiky, která používá k vyšetřování geometrických objektů analytické metody. Při analytické metodě jsou geometrické objekty (body, přímky, roviny atd.) vyjadřovány algebraickými objekty (čísla, skupiny čísel, rovnice apod.). Na základě toho lze pak algebraicky vyjádřit vlastnosti geometrických objektů a vztahy mezi nimi. Naznačený postup umožňuje algebraické řešení geometrických problémů; přitom se uplatňuje i zpětný přechod od algebraických ke geometrickým objektům. (Dr. Jana Kolouchová, 1987)
[bookmark: _Toc350114338]Analytická geometrie
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[bookmark: _Toc350114340]Souřadnice bodů na přímce
Máme číselnou osu na přímce p (Obrázek 1 - Souřadnice bodů na přímce) s jednotkou měření 1 cm a s počátkem P. Od počátku P je přímka rozdělena na dvě opačné polopřímky, z nichž jedna je kladná a druhá je záporná. Bod P má souřadnici 0. Jeho umístění na číselné ose tedy zapíšeme P [0]. Chceme-li určit souřadnici bodu D, zjistíme na číselné ose, jak daleko se nachází od počátku P. V tomto případě má souřadnici 2; zapisujeme D [2]. Souřadnice libovolného bodu X je rovna velikosti úsečky XP se znaménkem + v případě, že se bod nachází na kladné polopřímce, a se znaménkem - v případě, že se bod nachází na záporné polopřímce. Například bod A má souřadnici –3 a bod C má souřadnici 3. Velikost úsečky AP i CP je rovna 3, avšak bod A leží na záporné polopřímce; zapisujeme A [–3]. Bod C leží na kladné polopřímce; zapisujeme tedy C [3].
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[bookmark: _Ref339033805][bookmark: _Toc339803888][bookmark: _Ref340414112][bookmark: _Toc351393358]Obrázek 1 - Souřadnice bodů na přímce
[bookmark: _Toc350114341]Souřadnice bodů v rovině
V rovině si zvolíme dvě navzájem kolmé číselné osy, osu x a osu y se společným počátkem P a se stejnou jednotkou měření. Osy souřadnic (osa x a osa y) rozdělují rovinu na čtyři části, které se nazývají kvadranty (Obrázek 2 - Souřadnice bodů v rovině (kvadranty)).
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[bookmark: _Ref339036670][bookmark: _Toc339803889][bookmark: _Ref340414167][bookmark: _Toc351393359]Obrázek 2 - Souřadnice bodů v rovině (kvadranty)
Chceme-li určit souřadnice libovolného bodu X v rovině, vedeme kolmice k osám souřadnic. Průsečík kolmice s osou x má na této ose souřadnici x a průsečík kolmice s osou y má na této ose souřadnici y. Zápis vypadá následovně: X [x; y]. Při určení souřadnic konkrétních bodů A a B (Obrázek 3) bude zápis vypadat následovně: A [2; 3], B [1; -4].
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[bookmark: _Ref339039170][bookmark: _Toc339803890][bookmark: _Toc351393360]Obrázek 3 - Souřadnice bodů v rovině
[bookmark: _Toc350114342]Souřadnice bodů v prostoru
Trojice číselných os x, y, z v prostoru takových, že každé dvě z nich jsou navzájem kolmé, všechny procházejí jedním bodem P a bod P odpovídá na všech osách číslu 0, se nazývá kartézská soustava souřadnic v prostoru. Označuje se Pxyz (resp. Oxyz, pokud značíme počátek O). Bod P se nazývá počátek kartézské soustavy souřadnic a přímky x, y, z se nazývají souřadnicové osy. Roviny určené dvojicemi souřadnicových os se nazývají souřadnicové roviny.
Chceme-li nyní určit souřadnice libovolného bodu A, vedeme postupně tímto bodem přímky rovnoběžné se souřadnicovými osami a sestrojíme jejich průsečíky se souřadnicovými rovinami (Obrázek 4 - Souřadnice bodů v prostoru). V rovině xy tak dostaneme bod A₁ jako průsečík této roviny s rovnoběžkou s osou z. Podobně v rovině xz dostaneme bod A₂ a v rovině yz bod A₃. Rovnoběžka s osou y procházející bodem A₁ protne osu x v bodě Ax, rovnoběžka s osou x procházející bodem A₁ protne osu y v bodě Ay. Podobně pomocí bodu A₂ můžeme sestrojit body Ax a Az a pomocí bodu A₃ body Ay a Az.
Bodům Ax, Ay, Az na souřadnicových osách odpovídají na těchto osách čísla a₁, a₂, a₃. Tato čísla se nazývají souřadnice bodu A. Podobně jako v rovině, má-li bod A souřadnice a₁, a₂, a₃ zapisujeme A[a₁; a₂; a₃].
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[bookmark: _Ref340410460][bookmark: _Toc351393361]Obrázek 4 - Souřadnice bodů v prostoru
[bookmark: _Toc350114343]Vzdálenost dvou bodů
Vzdálenost dvou bodů A, B se rovná délce úsečky AB.
[bookmark: _Toc350114344]Vzdálenost dvou bodů na přímce
Vzdálenost dvou bodů A [a₁], B [b₁] na číselné ose se rovná absolutní hodnotě rozdílu reálných čísel a₁ a b₁.


[bookmark: _Toc351393614]Rovnice 1 - Vzdálenost dvou bodů na přímce
Při absolutní hodnotě reálných čísel platí:


Řešený příklad
Zjistěte, jaká je vzdálenost bodů C [–4], D [5].






Vzdálenost bodů C a D je 9.
Cvičné příklady
1) Zjistěte, jaká je vzdálenost bodů X [6], Y [–1].
2) Zjistěte, jaká je vzdálenost bodů E [–4], F [2].


Řešení: 1) , 2) .
[bookmark: _Toc350114345]Vzdálenost dvou bodů v rovině
Nyní řešme úlohu pro případ, že chceme zjistit vzdálenost dvou bodů v rovině. Máme body A a B (Obrázek 5 - Vzdálenost dvou bodů v rovině). Veďme kolmici od bodu B k ose x a od bodu A k ose y. Jejich průsečík označme C. Výsledkem je pravoúhlý trojúhelník ABC, kde bod C má souřadnice [b₁; a₂]. Nyní lze využít Pythagorovy věty:
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[bookmark: _Toc339803893][bookmark: _Ref340411749][bookmark: _Toc351393362]Obrázek 5 - Vzdálenost dvou bodů v rovině
Jelikož přímka AC je rovnoběžná s osou x a přímka BC je rovnoběžná s osou y, tak platí |AC| = |b₁ – a₁|, |BC| = |b₂ – a₂|. Teď dosadíme do vztahu:




[bookmark: _Toc351393615]Rovnice 2 - Vzdálenost dvou bodů v rovině
Výsledný vzorec se používá pro výpočet vzdálenosti dvou bodů v rovině.
Řešený příklad
Zjistěte, jaká je vzdálenost bodů M [5; 2], N [2; –6].










Vzdálenost bodů M a N je 8, 54.
Cvičné příklady
1) Zjistěte, jaká je vzdálenost bodů E [–3; 1], F [5; 5].
2) Zjistěte, jaká je vzdálenost bodů A [–5; 3], B [–1; –2].


Řešení: 1) ; 2) .
[bookmark: _Toc350114346]Vzdálenost dvou bodů v prostoru
Nyní si odvodíme vzorec pro výpočet vzdálenosti dvou bodů v prostoru. Máme dva body A a B v prostoru (Obrázek 6 - Vzdálenost dvou bodů v prostoru). Přímka, na které oba body leží, není rovnoběžná ani s jednou z rovin xy, xz, yz. Bodem A povedeme rovinu ρ, které bude rovnoběžná s rovinou xy. Z bodu B veďme k rovině ρ kolmici, která rovinu protne v bodě C. Vznikne pravoúhlý trojúhelník ABC. Vzdálenost mezi body A a B vypočítáme pomocí Pythagorovy věty:
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[bookmark: _Ref339116825][bookmark: _Toc339803895][bookmark: _Ref340413143][bookmark: _Toc351393363]Obrázek 6 - Vzdálenost dvou bodů v prostoru
Přímka, na které leží body A a C, je rovnoběžná s rovinou xy. Z určování vzdálenosti mezi body v rovině víme, že platí vztah:


Víme, jak určit vzdálenost mezi body A, C. Teď ještě určíme vzdálenost mezi body B, C. Jelikož je přímka BC rovnoběžná s osou z, platí:


Můžeme psát:


Známe obě odvěsny pravoúhlého trojúhelníku ABC, takže můžeme dosadit do Pythagorovy věty a vypočítat vzdálenost mezi body A, B:




[bookmark: _Toc351393616]Rovnice 3 - Vzdálenost dvou bodů v prostoru
Řešený příklad
Zjistěte, jaká je vzdálenost bodů A [–1; 4; 2], B [1; 2; 5].






Vzdálenost bodů A, B je 4,12.
Cvičné příklady
1) Zjistěte, jaká je vzdálenost bodů E [–3; 1; 2], F [–3; 5; 7].
2) Zjistěte, jaká je vzdálenost bodů C [–4; 1; 3], D [–8; 4; 2].


Řešení: 1) ; 2) .
[bookmark: _Toc350114347]Souřadnice středu úsečky
[bookmark: _Toc350114348]Souřadnice středu úsečky na přímce
Střed úsečky dělí úsečku na dvě stejně velké části. Pokud známe souřadnice krajních bodů, můžeme střed spočítat. Máme body A [a] a B [b], které leží na přímce p. Souřadnice středu úsečky AB spočítáme tak, že sečteme souřadnice obou bodů a vydělíme dvěma, tedy:


[bookmark: _Toc351393617]Rovnice 4 - Souřadnice středu úsečky na přímce
Zápis může vypadat také takto:




Řešený příklad
Vypočítejte souřadnice středu úsečky AB, je-li dáno: A [5], B [3].




Střed S úsečky AB má souřadnici 4. 
Cvičné příklady
1) Vypočítejte souřadnice středu úsečky AB, je-li dáno: A [2], B [6].
2) Vypočítejte souřadnice středu úsečky AB, je-li dáno: A [–2], B [3].
Řešení: 1) S[4]; 2) S[0,5].
[bookmark: _Toc350114349]Souřadnice středu úsečky v rovině
V rovině se střed úsečky počítá stejným způsobem jako na přímce, akorát se počítá x-ová souřadnice středu a y-ová souřadnice středu.




[bookmark: _Toc351393618]Rovnice 5 - Souřadnice středu úsečky v rovině
Tento vzorec tedy říká, že nejdříve spočítáme x-ovou souřadnici středu, kde a₁ a b₁ jsou x-ové souřadnice bodů a pak spočítáme y-ovou souřadnici středu, kde a₂ a b₂ jsou y-ové souřadnice bodů.
Řešený příklad
Vypočítejte souřadnice středu úsečky AB, je-li dáno: A [5; 3], B [3; –1].




Střed S úsečky AB má souřadnice [4; 1].
Cvičné příklady
1) Vypočítejte souřadnice středu úsečky AB, je-li dáno: A [3, 6], B [6, –2].
2) Vypočítejte souřadnice středu úsečky AB, je-li dáno: A [–2, 5], B [3, –7].
Řešení: 1) S[4,5; 2], 2) S[0,5; –1].
[bookmark: _Toc350114350]Souřadnice středu úsečky v prostoru
V prostoru se střed úsečky počítá stejným způsobem jako v rovině, jen přidáme výpočet z-ové souřadnice středu.




[bookmark: _Toc351393619]Rovnice 6 - Souřadnice středu úsečky v prostoru
Řešený příklad
Vypočítejte souřadnice středu úsečky AB, je-li dáno: A [2; 3; 1],   B [4; –5; 7].




Střed S úsečky AB má souřadnice [3; –1; 4].
Cvičné příklady
1) Vypočítejte souřadnice středu úsečky CD, je-li dáno: C[2, 5, –1], D[6, –3, 3].
2) Vypočítejte souřadnice středu úsečky EF, je-li dáno: E [5, 5, –4], F [1, 3, –2].
Řešení: 1) S[4; 1; 1], 2) S[3; 4; –3].
[bookmark: _Toc350114351]Vektory
[bookmark: _Toc350114352]Orientované úsečky
Ve fyzice často u některé veličiny potřebujeme znázornit její velikost a směr. Např. budeme-li na těleso působit nějakou silou, je pro výsledný pohyb tělesa podstatný směr, který síla působí. Proto síly znázorňujeme úsečkami, u nichž je určen počáteční a koncový bod - orientovanými úsečkami. Graficky znázorňujeme orientovanou úsečku jako úsečku opatřenou šipkou u koncového bodu (Obrázek 7 - Orientovaná úsečka).
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[bookmark: _Ref340415809][bookmark: _Toc351393364]Obrázek 7 - Orientovaná úsečka
Orientovanou úsečku s počátečním bodem A a koncovým bodem B zapisujeme v textu symbolem AB. Velikost orientované úsečky AB je vzdálenost bodů A, B. Mezi orientované úsečky počítáme i jednobodové množiny - jsou to vlastně úsečky, u nichž je počáteční bod totožný s koncovým bodem. Tyto úsečky se nazývají nulové orientované úsečky. Jejich velikost je nula.
[bookmark: _Toc350114353]Co je to vektor
Orientované úsečky využijeme pro zavedení vektorů. Názorně řečeno, dvě orientované úsečky budou určovat stejný vektor, jestliže budou stejně velké a budou mít stejný směr.
Dvě nenulové orientované úsečky AB a CD mají stejný směr, jestliže přímky AB a CD jsou rovnoběžné různé a body B, D leží ve stejné polorovině s hraničící přímkou AC (Obrázek 8 - Vektory 1) nebo přímky AB a CD jsou totožné a průnikem polopřímek AB a CD je opět polopřímka (Obrázek 9 - Vektory 2).
[image: ]
[bookmark: _Ref340418477][bookmark: _Toc351393365]Obrázek 8 - Vektory 1
[image: ]
[bookmark: _Ref340418482][bookmark: _Toc351393366]Obrázek 9 - Vektory 2
Všechny orientované úsečky, které mají stejnou velikost a směr, určují tentýž vektor. Každou z těchto orientovaných úseček nazýváme umístění daného vektoru. Všechny nulové orientované úsečky určují nulový vektor.




Vektory se označují malými polotučnými písmeny, např. a, b, u, w; v ručně psaném textu: , , , .
Vektor je abstraktní pojem popisující jistou množinu orientovaných úseček, tudíž si vektor nemůžeme znázornit. Znázornit můžeme jen některé z jeho umístění. Každý vektor je svým umístěním jednoznačně určen.
[bookmark: _Toc350114354]Souřadnice vektoru
Nechť u je vektor na přímce a AB je jeho umístění, A [a₁], B [b₁]. Číslo u₁ = b₁ – a₁ budeme tedy nazývat souřadnice vektoru u na přímce. Zapisujeme u = (u₁).
Nechť u je vektor v rovině a AB je jeho umístění, A [a₁, a₂], B [b₁, b₂]. Uspořádanou dvojici čísel (u₁; u₂), kde u₁ = b₁ – a₁, u₂ = b₂ – a₂, budeme nazývat souřadnice vektoru u v rovině. Zapisujeme u = (u₁; u₂).
Nechť u je vektor v prostoru a nechť AB je jeho umístění, A [a₁, a₂, a₃], B [b₁, b₂, b₃]. Uspořádanou trojici čísel (u₁; u₂, u₃), kde u₁ = b₁ – a₁, u₂ = b₂ – a₂, u₃ = b₃ – a₃, budeme nazývat souřadnice vektoru u v prostoru. Zapisujeme u = (u₁; u₂; u₃).
[bookmark: _Toc350114355]Velikost vektoru
Jsou-li dány souřadnice počátečního bodu A a koncového bodu B vektoru AB, určíme velikost vektoru AB jako velikost úsečky AB. Velikost vektoru u = (u₁) na přímce je:


[bookmark: _Toc351393620]Rovnice 7 - Velikost vektoru na přímce
Velikost vektoru u = (u₁; u₂) v rovině je:


[bookmark: _Toc351393621]Rovnice 8 - Velikost vektoru v rovině
Velikost vektoru u = (u₁; u₂; u₃) v prostoru je:


[bookmark: _Toc351393622]Rovnice 9 - Velikost vektoru v prostoru
Řešený příklad
Určete velikost vektoru u, je-li dáno jeho umístění AB, kde             A [–2; 5; 3], B [0; 1; 3].
Řešení. Nejprve vypočítáme souřadnice vektoru AB:






Dosadíme do vzorce:

|u| = 

|u| = 

|u| = 
Vektor u má velikost 4,47.
Cvičné příklady
1) Určete velikost vektoru u, je-li dáno jeho umístění AB, kde A [1; 5; 1], B [3; 3; –5].
2) Určete velikost vektoru v, je-li dáno jeho umístění CD, kde C [3; 7; 6], B [–1; 3; –3].


Řešení: 1) ; 2) .
[bookmark: _Toc350114356]Součet vektorů
Souřadnice součtu vektorů jsou dány těmito vztahy:
Nechť u, v jsou vektory na přímce, w = u+ v. Pak je:


[bookmark: _Toc351393623]Rovnice 10 - Součet vektorů na přímce
Nechť u, v jsou vektory v rovině, w = u+ v. Pak je:


[bookmark: _Toc351393624]Rovnice 11 - Součet vektorů v rovině
Nechť u, v jsou vektory v prostoru, w = u+ v. Pak je:


[bookmark: _Toc351393625]Rovnice 12 - Součet vektorů v prostoru
Stejné vzorce platí i při rozdílu vektorů, akorát je mezi souřadnicemi mínus místo plus.
Řešený příklad
Vypočítejte souřadnice vektoru w = a + b + c, je-li vektor a = (1; 3), b = (4; 3), c = (–2; –5).




Vektor w má souřadnice (3; 1).
Cvičné příklady
1) Vypočítejte souřadnice vektoru z = a + b + c, je-li vektor a = (5; 9), b = (–2; 1), c = (–2; –4).
2) Vypočítejte souřadnice vektoru v = d + e + f, je-li vektor d = (1; 5; 4), e = (–5; 1; –3), f = (4; –2; –5).
Řešení: 1) z = (1; 6), 2) v = (0; 4; –4).
[bookmark: _Toc350114357]Součin vektoru a čísla
Dva vektory a, b jsou rovnoběžné právě tehdy, když jeden z nich je násobkem druhého, tj. když existuje takové reálné číslo k, že platí a = kb.
Souřadnice součinu vektoru a reálného čísla k jsou dány těmito vztahy:
Nechť u je vektor na přímce, w = ku. Pak platí:


[bookmark: _Toc351393626]Rovnice 13 - Součin vektoru a čísla na přímce
Nechť u je vektor v rovině, w = ku. Pak platí:


[bookmark: _Toc351393627]Rovnice 14 - Součin vektoru a čísla v rovině
Nechť u je vektor v prostoru, w = ku. Pak platí:


[bookmark: _Toc351393628]Rovnice 15 - Součin vektoru a čísla v prostoru
Řešený příklad
Je dán vektor a = (3; 2; –1). Vypočítejte souřadnice vektoru b = ka pro k = 3.




Vektor b má souřadnice (9; 6; –3).
Cvičné příklady
1) Je dán vektor a = (5; 1; –3). Vypočítejte souřadnice vektoru b = ka pro k = 2.
2) Je dán vektor b = (3; 7; –2). Vypočítejte souřadnice vektoru c = kb pro k = –4.
Řešení: 1) b = (10; 2; –6), 2) c = (–12; –28; 8).
[bookmark: _Toc350114358]Skalární součin dvou vektorů
Skalární součin dvou vektorů u = (u₁; u₂), v = (v₁; v₂) v rovině je číslo:


[bookmark: _Toc351393629]Rovnice 16 - Skalární součin dvou vektorů v rovině
Skalární součin dvou vektorů u = (u₁; u₂), v = (v₁; v₂) v prostoru je číslo:


[bookmark: _Toc351393630]Rovnice 17 - Skalární součin dvou vektorů v prostoru
Vektory u a v jsou na sebe kolmé, pokud platí u ∙ v = 0.
Řešený příklad
Vypočítejte skalární součin vektorů a = (2; 3; 5), b = (–1; 2; –5).






Skalární součin vektorů a, b je –21.
Cvičné příklady
1) Vypočítejte skalární součin vektorů a = (5; 1; –1), b = (–5; 3; –3).
2) Vypočítejte skalární součin vektorů c = (–2; –5; 4),          b = (7; –3; –1).
Řešení: 1) a ∙ b = –19, 2) c ∙ b = –3.
[bookmark: _Toc350114359]Úhel dvou vektorů v rovině

Vektory u = AB, v = AC svírají úhel  (Obrázek 10 - Úhel dvou vektorů). K výpočtu tohoto úhlu potřebujeme znát velikost vektoru BC. K jeho určení provedeme následující konstrukci. Do bodu B umístíme vektor –v; jeho koncový bod označíme D. AD je umístění vektoru u – v. Protože obrazec ABCD je rovnoběžník, je zřejmé, že i CB je umístění vektoru u – v. 
[image: ]
[bookmark: _Ref340439677][bookmark: _Toc351393367]Obrázek 10 - Úhel dvou vektorů
Trojúhelník ABC má tedy tyto velikosti stran:

 
Podle kosinové věty platí:


Dosadíme do rovnice:






Protože oba vektory jsou nenulové, můžeme psát:


[bookmark: _Toc351393631]Rovnice 18 - Úhel dvou vektorů v rovině
Řešený příklad
Vypočítejte úhel vektorů u = (–3; 4) a v = (3; 1).











 

Úhel φ vektorů u, v je přibližně .
Cvičné příklady
1) Vypočítejte úhel vektorů a = (3; 2), b = (–1; 4).
2) Vypočítejte úhel vektorů c = (–2; –3), d = (–5; 2).
Řešení: 1) φ = 70⁰ 21’, 2) φ = 78⁰ 07’.
[bookmark: _Toc350114360]Úhel dvou vektorů v prostoru


[bookmark: _Toc351393632]Rovnice 19 - Úhel dvou vektorů v prostoru
Řešený příklad
Vypočítejte úhel vektorů u = (–3; 4; 1) a v = (3; 1; 1).











Úhel φ vektorů u, v je přibližně.
Cvičné příklady
1) Vypočítejte úhel vektorů a = (–1; 0; 1), b = (–2; 2; 0).
2) Vypočítejte úhel vektorů c = (–2; 6; 3), d = (2; 4; 4).
Řešení: 1) φ = 60⁰ , 2) φ = 40⁰ 22’.
[bookmark: _Toc350114361]Vektorový součin
Vektorový součin každým dvěma vektorům v prostoru přiřadí opět vektor v prostoru. Vektorový součin dvou vektorů, které leží na jedné přímce, je nulový vektor. Vektorový součin dvou vektorů u, v neležících na jedné přímce je vektor w, který má tyto vlastnosti:
1. vektor w je kolmý k oběma vektorům u, v,
2. |w| = |u||v| ∙ sin α, kde α je úhel vektorů u, v.
Vektorový součin w vektorů u, v značíme u x v, tj. w = u x v.
Vektorový součin se počítá pomocí tohoto vzorce:


[bookmark: _Toc351393633]Rovnice 20 - Vektorový součin
Řešený příklad
Vypočítejte vektorový součin pro vektory a = (2; 5; 3), b = (–2; –1; 2) (tzn. určete vektor w , který je kolmý k oběma vektorům a = (2; 5; 3),    b = (–2; –1; 2)).










Vektorový součin w vektorů a, b je (13; –10; 8).
Cvičné příklady
1) Vypočítejte vektorový součin pro vektory a = (3; 2; 1),     b = (5; –1; 0).
2) Vypočítejte vektorový součin pro vektory u = (–2; 1; –3), v = (1; 6; 3).
Řešení: 1) a × b = (1; 5; –13), 2) u × v = (21; 3; –13).
[bookmark: _Toc350114362]Obsah rovnoběžníku
Při výpočtu obsahu rovnoběžníku využíváme vektorového součinu.


[bookmark: _Toc351393634]Rovnice 21 - Obsah rovnoběžníku
Řešený příklad
Jsou dány body A[0; 0; 0], B [3; 2; 1], C [0; 5; 3]. Nejprve určete souřadnice vrcholu D rovnoběžníku ABCD, pak vypočítejte jeho obsah.
Vypočteme souřadnice vektorů a = B – A = (3; 2; 1),                     b = C – B = (–3; 3; 2).
Určíme souřadnice bodu D = A + b = [0; 0; 0] + (–3; 3; 2) = [–3; 3; 2].
Vypočteme obsah rovnoběžníku ABCD














Poznámka: Obsah je fyzikální veličina, jejíž hlavní jednotkou je m2. V matematice se často jednotky neuvádí, popřípadě někdy nezáleží na jejich velikosti, a pak místo konkrétních jednotek uvádíme j2 (čteme „jednotek čtverečních“).
Cvičné příklady
1) Užitím vektorového součinu vypočítejte obsah rovnoběžníku určeného vektory u = (2; 3; –2), v = (–3; –4; 2).
2) Užitím vektorového součinu vypočítejte obsah rovnoběžníku s vrcholy A [5; 1; 4], B [–1; –2; 6], C [2; 3; –2].
Řešení: 1) 3 j2, 2) 49 j2.
[bookmark: _Toc350114363]Obsah trojúhelníku
Při výpočtu obsahu trojúhelníku využíváme vektorového součinu.


[bookmark: _Toc351393635]Rovnice 22 - Obsah trojúhelníku
Řešený příklad
Jsou dány body A [–2; 3], B [0; 4], C [5; 5]. Vypočítejte obsah trojúhelníku ABC.
Zadané body leží v rovině, přesto při výpočtu lze využít vektorového součinu. Protože je vektorový součin definován pouze v prostoru, musíme rovinu ABC umístit do prostoru. Nejjednodušší je dodat každému bodu nulovou souřadnici z. Souřadnice daných bodů jsou nyní: A [–2; 3; 0], B [0; 4; 0], C [5; 5; 0].
Souřadnice vektorů a = B - A = (2; 1; 0), b = C - A = (7; 2; 0).
Vypočteme obsah trojúhelníku:












Cvičné příklady
1) Užitím vektorového součinu vypočítejte obsah trojúhelníku s vrcholy A [5; 1; 4], B [–1; –2; 6], C [2; 3; –2].
2) Užitím vektorového součinu vypočítejte obsah trojúhelníku určeného vektory u = (2; 3; –2), v = (–3; –4; 2).
Řešení: 1) 24,5 j2, 2) 1,5 j2.
[bookmark: _Toc350114364]Smíšený součin
Smíšeným součinem vektorů a, b, c rozumíme číslo (a × b) ∙ c. 
Pro každé tři vektory a, b, c platí:


[bookmark: _Toc351393636]Rovnice 23 - Smíšený součin
Mluvíme o tzv. cyklické záměně vektorů ve smíšeném součinu.
Řešený příklad
Vypočítejte smíšený součin (a × b) ∙ c vektorů a = (3; 2; 1), b = (2; 5; 4), c = (4; 8; 7).








Smíšený součin (a × b) ∙ c  je 9.
Cvičné příklady
1) Vypočítejte smíšený součin (u × v) ∙ w vektorů u = (5; –3; 1), 
v = (6; 5; –2), w = (1; 2; 4).
2) Vypočítejte smíšený součin (a × b) ∙ c vektorů a = (2; –6; 1), b = (4; 1; –2), c = (–1; 3; –2).
Řešení: 1) (u × v) ∙ w = 205, 2) (a × b) ∙ c = –39.
[bookmark: _Toc350114365]Užití smíšeného součinu v geometrii
Pro objem V rovnoběžnostěnu platí:

V 
[bookmark: _Toc351393637]Rovnice 24 - Objem rovnoběžnostěnu
[image: ]
[bookmark: _Toc351393368]Obrázek 11 - Rovnoběžnostěn
Objem trojbokého hranolu:

V 
[bookmark: _Toc351393638]Rovnice 25 - Objem trojbokého hranolu
[image: ]
[bookmark: _Toc351393369]Obrázek 12 - Trojboký hranol
Objem čtyřbokého jehlanu:

V 
[bookmark: _Toc351393639]Rovnice 26 - Objem čtyřbokého jehlanu
[image: ]
[bookmark: _Toc351393370]Obrázek 13 - Čtyřboký jehlan
Objem čtyřstěnu:

V 
[bookmark: _Toc351393640]Rovnice 27 - Objem čtyřstěnu
[image: ]
[bookmark: _Toc351393371]Obrázek 14 - Čtyřstěn
Řešený příklad
Vypočítejte objem rovnoběžnostěnu ABCDEFGH, jestliže je dáno A [1; 2; 1], B [7; 3; 0], C [–1; 5; 2], E [1; 0; 6].
Vypočteme souřadnice vektorů:






Pro výpočet objemu využijeme vzorec pro rovnoběžnostěn

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 
Cvičné příklady
1) V rovnoběžnostěnu ABCDEFGH známe souřadnice vrcholů A [1; 0; 2], B [3; 4; 3], C [–1; 4; 6], E [2; 1; –5]. Vypočítejte objem rovnoběžnostěnu.
2) Vypočítejte objem čtyřbokého jehlanu ABCDV, znáte-li souřadnice bodů A [2; 3; 4], B [–1; 4; –2], D [0; 2; –5], V [3; 2; 1].
3) Vypočítejte objem trojbokého hranolu OPQRST, znáte-li souřadnice vrcholů O [2; 0; 0], P [0; 0; 0], Q [0; 2; 0], R [0; 0; 4].
4) Jsou dány body A [2; 2; 3], B [6; 3; 0], C [3; –1; –1], D [0; 0; 0]. Vypočítejte objem čtyřstěnu ABCD.
Řešení: 1) 110 j3, 2) 5 j3, 3) 8 j3, 4) 6,5 j3
[bookmark: _Toc350114366]Parametrické vyjádření přímky
Každé dva různé body A, B určují přímku, kterou označujeme AB. Vektor u = B – A se nazývá směrový vektor přímky AB.
Přímku lze určit pomocí nekonečného počtu dvojic bodů. Přímka má nekonečně mnoho směrových vektorů a každý z nich je nenulovým násobkem jiného směrového vektoru. Směrový vektor každé přímky je nenulový. Každý vektor X – A, kde X  AB, můžeme psát ve tvaru X – A = = t(B – A), tedy:


,
Každý bod X zapsaný v tomto tvaru je bod přímky AB. Proměnná t se nazývá parametr.
Body X, A a vektor u v parametrickém vyjádření přímky můžeme vyjádřit i pomocí souřadnic. V rovině bude parametrické vyjádření přímky vypadat takto:




[bookmark: _Toc351393641]Rovnice 28 - Parametrické vyjádření přímky v rovině
V prostoru bude parametrické vyjádření přímky vypadat takto:






[bookmark: _Toc351393642]Rovnice 29 - Parametrické vyjádření přímky v prostoru
Řešené příklady
1) Napište parametrické vyjádření přímky p, která je určena bodem A [2; 3] a směrovým vektorem u = (–1; 5).








2) Napište parametrické vyjádření přímky p, která prochází bodem A [2; 3] a je určena směrovým vektorem u = BC, kde B[1; 5], C[2; 4].










3) Napište parametrické vyjádření přímky p, která prochází bodem A [2; 3] a je rovnoběžná s vektorem u = BC, kde B[1; 2], C[2; 3].










4) Napište parametrické vyjádření přímky p, která prochází bodem A [2; 3] a je kolmá k vektoru u = BC, kde B[1; 1], C[2; 4].


vektor kolmý v =(3; –1)








Cvičné příklady
1) Napište parametrické vyjádření přímky p, která je určena bodem A [1; 5] a směrovým vektorem u = (0; 2).
2) Napište parametrické vyjádření přímky p, která je určena bodem A [–4; –1] a směrovým vektorem u = (1; 0). 
3) Napište parametrické vyjádření přímky p, která je určena bodem A [0; 3] a směrovým vektorem, který je kolmý k vektoru v = (–1; –2).
4) Napište parametrické vyjádření přímky p, která je určena bodem A [0; 0] a směrovým vektorem, který je rovnoběžný s vektorem v = (0; 5).




Řešení: 1) , , 2) , , 




3) , , 4) , .
Řešený příklad
Zjistěte, zda body P [1; 2], Q [3; 2] leží na přímce p, která má parametrické vyjádření




Chceme-li zjistit, zda leží na přímce p bod P, dosadíme za x v rovnici x-ovou souřadnici bodu P a za y y-ovou souřadnici. Dostaneme:








Jelikož parametry t nejsou shodné, bod P neleží na přímce p.
Stejným způsobem budeme postupovat i u bodu Q, tedy:








Parametry t jsou shodné. Bod Q tudíž leží na přímce p.
Řešený příklad

Určete souřadnice bodů C [1, y], D [x; 2] tak, aby ležely na přímce p: x = 2+3t, y = –1+2t, tR.
Dosadíme do rovnice přímky souřadnice bodu C.












Stejným způsobem vypočítáme souřadnice bodu D.










Cvičné příklady
1) Zjistěte, zda body A [–2; 2], B [1; –3] leží na přímce p, která má parametrické vyjádření




2) Zjistěte zda body C [5; 3], D [0; 2] leží na přímce p, která má parametrické vyjádření




Řešení: 1) A neleží, B neleží, 2) C neleží, D leží
[bookmark: _Toc350114367]Obecná rovnice přímky
Přímka v rovině se dá určit jedním bodem a nenulovým vektorem n, který je kolmý k směrovému vektoru přímky. Tento vektor se nazývá normálový vektor. 
Nyní si pomocí příkladu odvodíme obecnou rovnici přímky. Budeme hledat podmínku, kterou musí splňovat bod X [x; y], aby tento bod ležel na přímce p, která obsahuje bod P [p₁; p₂] a má normálový vektor n = (a; b).
Bod X leží na přímce p právě tehdy, když vektory n a X – P jsou navzájem kolmé, tj. je-li jejich skalární součin roven nule.  Hledaná podmínka tedy je





Označíme-li si  jako c, dostaneme výsledný vztah ve tvaru


[bookmark: _Toc351393643]Rovnice 30 - Obecná rovnice přímky
Tato rovnice, kde alespoň jedno z čísel a, b je nenulové, se nazývá obecná rovnice přímky.
Řešený příklad
Na přímce p leží bod A [1; 2] a směrový vektor přímky je u = (3; 2). Zjistěte obecnou rovnici přímky.
1. Způsob řešení: Příklad budeme řešit tak, že si nejdříve určíme parametrickou rovnici přímky.




Poté obě rovnice vynásobíme takovým číslem, abychom se zbavili parametru t a rovnice sečteme








Dostali jsme obecnou rovnici přímky p, ze které můžeme zjistit normálový vektor n₁ = (2, –3). Pokud vynásobíme celou rovnici –1


bude normálový vektor n₂ = (–2; 3). Při porovnání těchto dvou normálových vektorů se směrovým vektorem zjistíme, že normálový vektor se ze směrového dá určit tak, že prohodíte souřadnice směrového vektoru a jednu z nich znegujeme.
2. Způsob řešení: Určíme normálový vektor, který je kolmý ke směrovému vektoru u = (3; 2). Normálový vektor má tedy souřadnice n = (2; –3). Dosadíme souřadnice vektoru do předpisu obecné rovnice 


Číslo c vypočteme tak, že za x a y dosadíme souřadnice bodu A, který na této přímce leží. 




Přímka p má obecnou rovnicí:


Cvičné příklady
1) Na přímce p leží bod A [3; 1] a směrový vektor přímky je u = (1; 2). Zjistěte obecnou rovnici přímky.
2) Na přímce p leží bod B [5; 2] a směrový vektor přímky je u = (2; 4). Zjistěte obecnou rovnici přímky.


Řešení: 1) , 2) 
[bookmark: _Toc350114368]Směrnicový tvar rovnice přímky
Pokud přímka daná rovnicí ax + by + c = 0 není rovnoběžná s osou y (tj. je-li b ≠ 0), můžeme její rovnici psát ve směrnicovém tvaru

 
který se obvykle zapisuje


[bookmark: _Toc351393644]Rovnice 31 - Směrnicový tvar rovnice přímky

kde 




Je-li  úhel, který svírá přímka s kladnou poloosou x (Obrázek 11 - Směrnicový tvar rovnice přímky), je k = tg. Číslo k = tg se nazývá směrnice přímky, úhel  nazýváme směrový úhel přímky.Směrnice přímky není definována pro přímky rovnoběžné s osou y.
[image: ]
[bookmark: _Ref342841868][bookmark: _Toc351393372]Obrázek 15 - Směrnicový tvar rovnice přímky
Řešené příklady
1. Napište směrnicový tvar rovnice přímky, jejíž směrový úhel je 60⁰ a která prochází bodem A = [0; 4].
Řešení:


Směrový úhel je =60⁰. Směrnice přímky je tedy k = tg 60⁰ = = . Bod A leží na ose y, proto q = 4.

Přímka má rovnici 
2. Napište směrnicový tvar rovnice přímky, která prochází bodem B = [1; 3] a má směrový úhel 45⁰.
Řešení:

Směrnice je k = tg 45⁰ = 1. Platí tedy: 

Konstantu q vypočítáme dosazením souřadnic bodu B do rovnice





Přímka má rovnici 
Cvičné příklady
1) Napište směrnicový tvar rovnice přímky, která prochází bodem A [2; –5] a má směrový úhel 80⁰.
2) Napište směrnicový tvar rovnice přímky, která prochází bodem A [0; 6] a má směrový úhel 35⁰.


Řešení: 1) , 2) 
[bookmark: _Toc350114369]Úsekový tvar rovnice přímky
Ukažme si ještě jeden tvar rovnice přímky. Často potřebujeme napsat rovnici přímky určenou body na souřadnicových osách. To nám umožňuje následující věta: Mějme dány body P [p; 0], Q [0; q], kde p ≠ 0, q ≠ 0 (tj. P, Q jsou body na souřadnicových osách různé od počátku O). Potom přímka PQ má rovnici


[bookmark: _Toc351393645]Rovnice 32 - Úsekový tvar rovnice přímky
Tato rovnice se nazývá úsekový tvar rovnice přímky.
Rovnici přímky lze psát v úsekovém tvaru právě tehdy, není-li přímka rovnoběžná se žádnou souřadnicovou osou a neprochází-li počátkem.
Řešený příklad
Napište úsekový tvar rovnice přímky PQ, je-li P [5; 0], Q [0; –3].


Cvičné příklady
1) Napište úsekový tvar rovnice přímky MN, je-li M [–3; 0], N [0; 6].
2) Napište úsekový tvar rovnice přímky CD, je-li C [1; 0], D [0; 2].


Řešení: 1) ; 2) .
[bookmark: _Toc350114370]Parametrické vyjádření roviny
V soustavě souřadnic Oxyz je dána rovina ρ bodem A [x₁; y₁; z₁] a dvěma různoběžnými vektory u = (u₁; u₂; u₃), v = (v₁; v₂; v₃) umístěnými do bodu A. Libovolný bod X [x; y; z] leží v rovině ρ právě tehdy, když vektor   X – A leží v rovině, tj. platí-li


kde t,s jsou reálná čísla. Rovnici můžeme v souřadnicích rozepsat takto:






[bookmark: _Toc351393646]Rovnice 33 - Parametrické vyjádření roviny
Tyto rovnice nazýváme parametrické vyjádření roviny.
Řešené příklady
1. Napište parametrické vyjádření roviny ρ, která prochází body A [0; 2; 4], B [3; 1; –2], C [5; 2; 0].
u = AB = (3; –1; –6)
v = AC = (5; 0; –4)






2. Napište parametrické vyjádření roviny ρ, která je určena bodem A [1; 3; 5] a přímkou p: x = 2 + t, y = 3 – 4t, z = 1 +2t.
Přímka p je určena bodem B [2; 3; 1] a směrovým vektorem u = (1; –4; 2). V rovině ρ leží vektor v = AB = (1; 0; –4).  Vektory u, v určují po umístění do bodu A rovinu ρ.
Rovina ρ má parametrické rovnice:






, 
Cvičné příklady
1) Napište parametrické vyjádření roviny ρ, která prochází body A [0; 0; 4], B [3; 2; –1], C [0; 5; 2].
2) Napište parametrické vyjádření roviny ρ, která je určena bodem A [3; 2; 1] a přímkou p: x = 1 + t, y = 2 – 3t, z = 3 + 4t.

Řešení: 1) 

2) 
[bookmark: _Toc350114371]Obecná rovnice roviny
Zvolme si v rovině ρ bod A [x₀; y₀; z₀]. Nechť n = (a; b; c) je nenulový vektor kolmý k této rovině a X [x; y; z] je libovolný bod prostoru. Bod X bude ležet v rovině ρ právě tehdy, když vektor AX = (x – x₀; y – y₀; z – z₀) a n budou navzájem kolmé, to znamená právě tehdy, když AX . n = 0. Rozepíšeme tuto podmínku do souřadnic:


Po úpravě dostaneme:



Protože bod A a vektor n jsou pevně zvoleny, trojčlen  označíme d. Rovnici můžeme psát ve tvaru:


[bookmark: _Toc351393647]Rovnice 34 - Obecná rovnice roviny
Každá rovina ρ v prostoru se dá vyjádřit touto rovnicí, kde alespoň jedno z reálných čísel a, b, c je různé od nuly. Rovnice se nazývá obecná rovnice roviny.
Řešený příklad
Napište obecnou rovnici roviny, v níž leží bod A [2; 1; 3] a která je kolmá k vektoru n = (2; –3; 5).
Dosazením souřadnic vektoru n do obecné rovnice roviny dostaneme:


K určení konstanty d využijeme toho, že v dané rovině leží bod A, tedy musí platit:









Obecná rovnice roviny procházející bodem A a je kolmá k vektoru n má obecnou rovnici .
Cvičné příklady
1) Napište obecnou rovnici roviny, v níž leží bod A [2; 2; 5] a která je kolmá k vektoru n = (3; 2; –1).
2) Napište obecnou rovnici roviny, v níž leží bod A [1; 5; 3] a její normálový vektor je n = (–2; 5; 1).


Řešení: 1) , 2) .
[bookmark: _Toc350114372]Vzájemná poloha přímky a roviny
Přímka p je s rovinou ρ buď různoběžná (má s rovinou společný jediný bod) nebo rovnoběžná. Je-li přímka p s rovinou ρ rovnoběžná, může být buď rovnoběžná různá nebo může v rovině ρ ležet. Když je přímka p s rovinou ρ rovnoběžně různá, znamená to, že přímka p leží mimo rovinu ρ.
Nechť je přímka p dána bodem A a směrovým vektorem u, rovina ρ bodem B a vektorem n kolmým k této rovině.
Přímka p je s rovinou ρ různoběžná právě tehdy, je-li


[bookmark: _Toc351393648]Rovnice 35 - Vzájemná poloha přímky a roviny 1
Přímka p je s rovinou rovnoběžná, právě když je


[bookmark: _Toc351393649]Rovnice 36 - Vzájemná poloha přímky a roviny 2
tj. když vektory u a n jsou kolmé. Leží-li navíc bod A v rovině ρ, přímka p leží v rovině ρ. Když bod A neleží v rovině ρ, je přímka p s rovinou ρ rovnoběžná a v rovině ρ neleží.
Řešené příklady
1. 


Zjistěte vzájemnou polohu přímky p dané parametrickým vyjádřením ,  a roviny ρ danou obecnou rovnicí .
Přímka p je dána směrovým vektorem u = (3; 2; –1) a bodem A [1; –3; 2]. Vektor kolmý k rovině ρ je vektor n = (2; –2; 2). Skalární součin je:


Přímka p je tedy s rovinou ρ rovnoběžná. Pokud by skalární součin vyšel nenulový, přímka p by byla s rovinou ρ různoběžná.
 Teď zbývá zjistit, jestli bod A leží i v rovině ρ. Dosadíme souřadnice bodu A do obecné rovnice roviny ρ:






Bod A neleží v rovině ρ, tudíž přímka p neleží v rovině ρ. Přímka p je s rovinou ρ rovnoběžně různá. Pokud by výpočet vyšel 0 = 0, pak by bod A i přímka p ležely v rovině ρ.
2. 


Zjistěte vzájemnou polohu přímky p dané parametrickým vyjádřením ,  a roviny ρ danou obecnou rovnicí .
Přímka p je dána směrovým vektorem u = (3; 2; –1) a bodem A [1; –3; 2]. Normálový vektor roviny ρ je vektor n = (1; –2; 2). Skalární součin je:


Přímka p je tedy s rovinou ρ různoběžná. 
Nyní zjistíme společný bod přímky q a roviny ρ:












Souřadnice průsečíku P :


Průsečík P přímky q a roviny má souřadnice [13; 5; –2]. Zapisujeme P [13; 5; –2].
 Cvičné příklady
1) 


Zjistěte vzájemnou polohu přímky p dané parametrickým vyjádřením ,  a roviny σ danou obecnou rovnicí .
2) 


Zjistěte vzájemnou polohu přímky q dané parametrickým vyjádřením ,  a roviny ρ danou obecnou rovnicí .
3) 


Zjistěte vzájemnou polohu přímky q dané parametrickým vyjádřením ,  a roviny ρ danou obecnou rovnicí .

Řešení: 1) Přímka p leží v rovině σ. 2) Přímka q a rovina ρ jsou rovnoběžné, přímka q v rovině ρ neleží. 3) Přímka q a rovina ρ jsou různoběžné a mají společný jeden jediný bod, který nazýváme průsečík a jeho souřadnice jsou  .
[bookmark: _Toc350114373]Odchylka dvou přímek








Máme-li určit odchylku dvou přímek, můžeme užít jejich normálové nebo směrové vektory. Jsou-li přímky různoběžné je α =  nebo α = π – , kde  je úhel normálových, resp. směrových vektorů. Jsou-li přímky rovnoběžné, je buď   = 0 nebo  = π; α =  = 0 nebo α = π –  = 0. Pro odchylku α dvou přímek a úhel  dvou normálových, resp. směrových vektorů tedy platí


nebo 




Proto je buď cos α = cos , nebo cos α = cos (π – ) = – cos , čili cos α = |cos |.
Označíme-li si u, v směrové, resp. normálové vektory daných přímek, můžeme tedy psát:


Odchylka α dvou přímek s normálovými, resp. směrovými vektory u, v se vypočítá podle vzorce:


[bookmark: _Toc351393650]Rovnice 37 - Odchylka dvou přímek
Řešený příklad
Vypočítejte odchylku přímek p: 2x – 3y + 6 = 0, q: x + 4y – 8 = 0.
Normálové vektory k daným přímkám jsou u = (2; –3), v = (1; 4). Dosadíme do vzorce:






Cvičné příklady
1) 
Vypočítejte odchylku přímek 
2) 
Vypočítejte odchylku přímek 
3) 



Vypočítejte odchylku přímek , q: , .
Řešení: 1) α = 90⁰, 2) α = 85⁰ 36´, 3) α = 33⁰ 33´.
[bookmark: _Toc350114374]Odchylka dvou rovin
Odchylka α dvou rovin ρ a σ je rovna odchylce průsečnic p, q těchto rovin s třetí rovinou τ, která je k oběma rovinám ρ a σ kolmá.




Máme-li určit odchylku rovin ρ a σ daných obecnými rovnicemi můžeme při určování odchylky dvou rovin využít jejich normálové vektory 


[bookmark: _Toc351393651]Rovnice 38 - Odchylka dvou rovin
Řešený příklad
Vypočítejte odchylku rovin σ: 2x + y +2z + 5 = 0, ρ: x – 2y + 3z + 2 = 0.

Normálové vektory k daným rovinám jsou . Dosadíme do vzorce:






Cvičné příklady
1) Vypočítejte odchylku rovin σ: x – 3y +z + 4 = 0, ρ: –2x + 2y – z + 1 = 0.
2) Vypočítejte odchylku rovin σ: 2x + 3y +2z – 1 = 0, ρ: 3x – y + 4z + + 6 = 0.
Řešení: 1) 25⁰ 14´, 2) 58⁰ 27´.
[bookmark: _Toc350114375]Odchylka přímky a roviny
Odchylka přímky p a roviny ρ je rovna odchylce přímky p a průsečnice q dané roviny s rovinou τ, která obsahuje danou přímku p a je kolmá k dané rovině ρ.


Máme-li určit odchylku α přímky p dané parametrickým vyjádřením a roviny ρ dané obecnou rovnicí, můžeme využít směrový vektor u = přímky p a normálový vektor v =  roviny ρ. Potom je:



Protože , můžeme psát:


[bookmark: _Toc351393652]Rovnice 39 - Odchylka přímky a roviny
Řešený příklad



Vypočítejte odchylku přímky p dané parametrickým vyjádřením ,  a roviny ρ danou obecnou rovnicí 
Směrový vektor přímky p je vektor u = (1; –2; –1) a normálový vektor roviny ρ  je vektor v = (1; 2; –1). Dosadíme do vzorce:






Přímka p má od roviny ρ odchylku 19⁰ 28´.
Cvičné příklady
1) 


Vypočítejte odchylku přímky p dané parametrickým vyjádřením ,  a roviny ρ danou obecnou rovnicí 
2) 


Vypočítejte odchylku přímky p dané parametrickým vyjádřením ,  a roviny ρ danou obecnou rovnicí 
[bookmark: _GoBack]Řešení: 1) α = 45⁰, 2) α = 68⁰ 13´.
[bookmark: _Toc350114376]Vzdálenost bodu od roviny

Mějme dánu rovinu ρ obecnou rovnicí ax + by + cz + d = 0 a bod P , který v rovině ρ neleží. Bodem P vedeme přímku p kolmou k rovině ρ. Určíme průsečík R přímky p a roviny ρ. Určíme vzdálenost m = |PR|.

Bod P je dán svými souřadnicemi: P 






Počítáme přímky p od roviny ρ:




Dosadíme-li vypočítanou hodnotu t do parametrického vyjádření přímky p, dostaneme souřadnice bodu R. Proto


kde t je vypočítaná hodnota. Odtud




Vzdálenost bodu P od roviny ρ je vyjádřena vzorcem:


[bookmark: _Toc351393653]Rovnice 40 - Vzdálenost bodu od roviny
Řešený příklad
Určete vzdálenost m bodu P [3; –1; 2] od roviny ρ: 2x + 3y – z +1 = 0.










Cvičné příklady
1) Určete vzdálenost m bodu P [1; –2; 4] od roviny ρ: 3x – 2y + 4z + + 5 = 0.
2) Určete vzdálenost m bodu P [–2; 1; 5] od roviny ρ: x + 2y – 2z +3 = 0.


Řešení: 1) , 2) .
[bookmark: _Toc350114377]Vzdálenost bodu od přímky
Chceme-li zjistit vzdálenost daného bodu Q od dané přímky p, hledáme na přímce p bod R, který je patou kolmice vedené bodem Q k přímce p.
Řešený příklad
Určete vzdálenost d bodu Q [7; 1; 9] od přímky p (P, u); P [1; 3; –1], u = (4; 1; 3).


Nejdříve určíme parametrické vyjádření přímky p: X = P + tu, . Potom z podmínky u = 0 určíme hodnotu parametru t, pro kterou platí X = R. Nakonec určíme vzdálenost d = |QR|.












a tedy:





.
Odtud dostáváme hledaný bod








Bod Q má tedy od přímky p vzdálenost d = 6.
Cvičné příklady
1) Určete vzdálenost d bodu Q [5; 1; 2] od přímky p (P, u); P [–2; 4; 1], u = (–1; 3; 2).
2) Určete vzdálenost d bodu Q [2; 1; 6] od přímky p (P, u); P [8; 7; –3], u = (1; 2; –2).

Řešení: 1) d = , 2) d = 3.
Test 1
Příklady[footnoteRef:1] [1:  Uvedené příklady jsou použity z učebnic uvedených v seznamu použité literatury] 

1) Zjistěte vzdálenost bodů A [–1; 5; 1], B [1; 1; –2].
2) Jsou dány body A [1; –1; 2], B [0; 3; 1]. Vypočítejte souřadnice středu S úsečky AB.
3) Vypočítejte skalární součin vektorů u = (1; 1; 3), v = (2; 1; –1).
4) Vypočítejte úhel vektorů u = (1; 1; –1), v = (2; 1; 3).
5) Vypočítejte vektorový součin pro vektory a = (1; 3; –1), b = (2; 4; 5).
6) Vypočítejte objem rovnoběžnostěnu KLMNOPQR, jsou-li dány body K [2; 3; –1], L [8; 4; –2], M [0; 6; 0], O [2; 1; 4].
7) Napište parametrické vyjádření přímky, která prochází body A [1; 1; –2], B [3; 2; 1].
8) Napište obecnou rovnici přímky, je-li dána body A [3; 7],       B [– 2; 1].
9) Napište směrnicový tvar rovnice přímky, jejíž směrový úhel je 60⁰ a která prochází bodem B [0; 2].
Řešení
1) 

2) 

3) u ∙ v = 0 -> Vektory jsou na sebe kolmé.
4) 

5) a × b = (19; –7; –2)
6) 108
7) 

8) 

9) 

Test 2
Příklady[footnoteRef:2] [2:  Uvedené příklady jsou použity z učebnic uvedených v seznamu použité literatury] 

1) Napište rovnici přímky PQ v úsekovém tvaru, je-li P [3; 0], Q [0; –2].
2) Napište parametrické vyjádření roviny ABC, je-li A [1; 0; 1], B [1; 2; 3], C [2; 3; –1].
3) Napište obecnou rovnici roviny ABC, je-li A [1; 1; 4],              B [–1; 2; 1], C [0; –1; 0].
4) 

Zjistěte vzájemnou polohu přímky  a roviny .
5) 

Vypočítejte odchylku přímek , 
6) 

Vypočítejte odchylku rovin , 
7) 

Vypočítejte odchylku přímky  a roviny 
8) 

Vypočítejte vzdálenost bodu  od roviny dané obecnou rovnicí 
9) Vypočítejte vzdálenost bodu A [2; 3; 1] od přímky p, která prochází body B [2; 1; 0], C [1; 4; 1].
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